PC* Corrigé DM 7 2013 — 2014

Corrigé rapide

Premiére partie

00 —2
Il () A= 10 1 XaA) ==V =222 = A +2) = —-(A=1(A=2) (A +1).
01 2

Trois racines (donc trois valeurs propres) distinctes. A est diagonalisable.
E_1(A) =Vect(2e; — 3es + €3); E1(A) = Vect(—2e; —ex +e3);
Ey(A) = Vect(e; — e3).

00 1
) B=[10 -1 ]. xvs(W=—-3=X24r-1=-A=-1)(A2+1).
01 1

Non diagonalisable comme matrice de M3(R). Ey(B) = Vect(e; + e3).
spc(B) = {1,1,—1}. Diagonalisable comme matrice de M3(C).
E,L(B) = V€Ct(€1 - (1 + i)eg + ’i€3> ) ELKB) = Vect(el - (1 — 7:)62 — i€3)

0 0 —Qo
1.2 M= 10 —a
0 1 —Q2
(a) det(M) = —ag; M est inversible ssi ag # 0.
0 0 —ao—Xal—XQaQ—X?’ 1 —X
(by | 1 =X —a = (—ao — Xa) — X%y — Xg) 0 1 ‘
0 1 —-X - a9

XM (X) = —(Xg + CLQX2 +CL1X + ao)

(¢) xem(X) =det(*M — X13) = det(*(M — X 13)) = det(M — X I3) = x 1 (X)
M et M ont méme polynome caractéristique, donc mémes valeurs propres.
Si M est diagonalisable, il existe D diagonale et P inversible telles que
M = PDP™'. Mais : tM =4P)!'D'P!M = (*P)"'D'P.
!M est semblable & une matrice diagonale ; réciproque idem.

(d) Soit a € Sp (M). On résout le systéme :

0 1 0 T T Yy =azr

0 0 1 y | =al v | & z =y
—Qg —Aai; —as z z —Qpx — a1y — Q22 = Q2

Yy = ax Yy = ax
— A2 ) Yy =ax
& z =T & Z =T s 9
2 3 zZ=a°r
—Aox — ALOT — Ap0°T = Q°X% Xxum(a)x =0

L’espace propre est une droite vectorielle dirigée par e; + aey + oes.

(e) Les espaces propres de la matrice ‘M sont des sev de dimension 1. La
somme des dimensions est donc égale au nombre de valeurs propres. La
matrice ‘M est diagonalisable ssi la somme des dimensions est 3 donc ssi
il y a trois valeurs propres distinctes. Comme M et M ont mémes valeurs
propres et sont simultanément diagonalisables, M est diagonalisable si et
seulement si M posséde trois valeurs propres distinctes.
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2 01
() Z=1 0 2 1 |].2 est valeur propre de Z. E5(Z) est de dimension 2.
0 01

Z ne peut étre semblable & une matrice du type précédent.
I.2 (a) dim(E) = 3; 4 vecteurs de E forment une famille liée.
La famille (z, f(z), f*(z), f3(z)) est liée.

(b) z est non nul, la famille (f°(z)) = (z) est libre. On étudie les familles
successives (z, f(x), (z, f(x), f*(z)). Si la premiére est lite p = 0; si la
premiére est libre et la deuxiéme liée, p = 1. Si les deux sont libres,
p = 2 compte-tenu de la remarque de (a). On a 0 < p < 2. La fa-
mille (, ..., fP™(x)) est lide. Il existe p + 2 scalaires non tous nuls tels

%
que Zakfk(x) = 0. On ne peut avoir a,; = 0 car sinon la famille

p

(x) = > (=bi) fF ().

k=0

(@, ..., f7(x)) serait lice. Notons by, = ;2

(¢) Soit F I'espace vectoriel engendré par les f*(x), k = 0..p. Ils forment une
base de F' d’image (f(z), ..., fP*1(x)). Les images sont des éléments de F.
F' et stable par f. La matrice de f,p dans cette base est :

0 (0) —by
g |
(0) 1 —b,
(d) P X]‘QX —1)PHHXPH 4 b, XP 4+ .+ b1 X + bg). D’apres (b),

(e) Completons la base de F' pour obtenir une base B de E. On aura :

_ . )

Mp(f) ( (0)

Xf(X) = xum(X) = X_A;AX) X Xy (X) = Po(X) X xar, (X) .
Comme P(f)(z) = 0, x;(f)(z) = (xar, (f) © Pu(f)) (z) = Op.

Ceci est vrai pour tout € E. L’endomorphisme x7(f) est nul.
Deuxiéme partie VYn €N,  upi3+ atpo + bty +cu, =0 (R)

II.1 (a) La suite (u) vérifie la relation (R) si et seulement si :

Up+1 0 1 0 Uy,
VneN, Upr=| tno | = 0O 0 1 Upnr1 | = AU,
Un+3 —c —b —a Un+2

A est la transposée d’une matrice compagnon.

(b) D’aprés la premiére partie x4(X) = —(X® + aX? + bX + ¢). D’apreés le
théoréme de Cayley-Hamilton, A + aA? + bA + cI3 = (0).
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(c) Si (u) vérifie (R), on a, par récurence sur n que, Vn € N : U, = A"Uj.
1.2 Soit P(X) = X®+aX?+bX +c. P(A) = (0).
(a) On peut écrire : X" = P(X)Qn(X)+ R,(X) (*) (division euclidienne).
A" = P(A) x Q(A) + R,(A) = R,(A).
(b) Si P posséde trois racines distinctes dans K aq, ag, a, on évalue la rela-
tion (*) en ces scalaires et, si R,,(X) = a,X?* +0,X + ¢,, on a :

a3 + bpay + ¢, = Qf
ana% + byoe + ¢, =l
a3 + bpaz + ¢, = af

(c) (a1 —az)(ag —ag)(as —ag) # 0 est le déterminant du systéme précédent.
Le systéme a une solution unique.

0 10
(@ A=[ 0 01 | ya(X)=—(X —1)(X +1)(X +5).
51 5
e 5 5= 1 (=1)r
n 2 18+ 12 bn =3 2
a :————|—<_) A" = a, A? + b, A+ c, I

1 1 5) 1 1 ) 1 1
(e) u, =— (—uo — —uQ> 5" + (—uo — —uy + _UQ) (=1)" 4+ —up + zus — <uy

24" 24 22T quo+5ur— g
Si'LLO:17’lL1:0,u2:17Vn€RI7 un:%

Troisiéme partie
1.1 det(Cp) = (—1)""ag. Cp est inversible si et seulement si ag = P(0)#0.
I11.2 On remplace la ligne L; de la matrice par Ly + XLy + X2Ls + ...+ X" 1L,.

n—2
0 o oo 0 = Xk — X" Yap_y + X)
k=0
0 . . 0 : N
- =X —Qp—2
0 ... 0 1 —ap-1 — X

II1.3 Soit @ un polynoéme de K,[X]. Il existe une matrice A de M, (K) telle que
Xa = @ si et seulement si (—1)"Q(X) est un polynome unitaire de degré n.

I11.4 (a) Sp(Cp) = Sp ('Cp) car méme polyndéme caractéristique.

(b) A € Sp (‘Cp). La résolution du systéme donne successivement :

n—1
To = AT] T3 = ATy ... Tp = ANlp_1 — 5 ApTrpi1 = A\Tp
k=0
n—1
_ _\2 _ \n—1 k _A\n
To = AL1 T3 = NT1 .. Ty, =\N""11 — apNx1 = A1y
k=0
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Ty = A1y x3 = Nap .. T, =AN"tr; PA)r;=0=0xm

L’espace propre est de dimension 1. Un vecteur directeur est :
e1 + Aes + Nes + ...+ \"le,

(c) La somme des dimensions des espaces propres est exactement égale au
nombre de valeurs propres car les sev propres sont tous de dimension 1.
‘Cp est diagonalisable si et seulement si P est scindé sur K et a toutes
ses racines simples.

(d) Si P admet n racines Ai, g, ..., A, deux a deux distinctes, 'Cp aussi
et cette matrice est diagonalisable. La famille des vecteurs propres trou-
vés en question (a) est libre. La matrice des ces vecteurs exprimés dans
la base canonique a un determinant non nul qui est le déterminant de

1 1 .. 1
A Ao oA,
Vandermonde | A7 A3 . . A2
VD D

Quatriéme partie : Localisation des racines d’un polynéme

Soit A = (a;,;) une matrice de M,,(C), on pose pour tout entier 1 <i<n :
n

V.1

IvV.2

IV.3

V4

r; = Z |ai,j| et DZ = {Z c C, |Z| gTz}

7j=1
Soit A € Sp (A) et X un vecteur propre associé. AX = AX. Pour tout 7 on a :

n n
D aigwy = Az et [N x o] <Y Jaiglleg] < Z|ai,j!mﬁx|$j! = 7| | X[
j=1 j=1

j=1
X, vecteur propre, est non nul. Il existe un indice iy tel que || X || = |zi,| > 0.

Xl
Pour cet indice |A| < 7y, H|IH| =7 ANE D,
%0
VYA eSp(A),Jie{l,...,n}/X € D;. On a bien : Sp (A) C | Dx.

k=1
Soit P = X"+a, 1 X" '+...4+a; X +ag € C[X]. P est le polynome caractéris-
tique d’une matrice compagnon. Ses racines, valeurs propres de la matrice, véri-
fient la condition précédente avec ici: r = |ag|, 72 = 1+|aq], ..., = 14 |an_1].
Toutes les racines de P sont dans le disque fermé de centre 0 et de rayon
R =max {|ao|, 1+ |ai|, 1+ |ag|,..., 1+ |an_1]}.
a, b, ¢ ,d quatre entiers distincts et non nuls;  (E) : n® +n® = n®+ n<.
Quitte a échanger I'ordre on suppose que a est la plus grand des quatre entiers.
Les solutions de I’équation sont les racines dans N du polynome unitaire de
degré a, P = X* 4+ X® — X¢ — X% Les coefficients de ce polynome sont tous
de valeur absolue au maximum égale a 1. Les racines sont donc dans la boule
fermée de centre 0 de rayon 2. Celles qui sont entiéres positives ne peuvent étre
que 0,1 ou 2. 1 et 0 sont toujours racines. 2 ne I'est pas. En effet : supposons
par exemple que c est le plus petit des quatre entiers
20 4 20 = 2¢ 4 24 = 207¢ 4 2b=¢ = 1 4 24=¢ Tmpossible . (entier pair # entier
impair).

FIN
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