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Exercice n�1 :

1. Deux exemples simples de supplémentaires.

(a) Soit G le sous-espace vectoriel de E formé des fonctions impaires. La seule
fonction paire et impaire étant la fonction nulle, F et G sont en somme
directe. Par ailleurs,

∀x, f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+

f(x)− f(−x)

2

permet d'écrire f ∈ E comme élément de F +G. On a donc F ⊕G = E.

(b) L'équation di�érentielle proposée est linéaire du second ordre à coe�-
cients constants et homogène. L'ensemble des solutions sur R est un
espace-vectoriel de dimension 2 (d'où l'existence de f1 et f2). L'équa-

tion caractéristique est r2 + r + 1 = 0 et admet les complexes −1
2
± i

√
3
2

comme solutions. Le cours indique (et c'est facile à véri�er) que

f1 : x 7→ e−x/2 cos(
√
3x/2) et f2 : x 7→ e−x/2 sin(

√
3x/2)

sont deux solutions indépendantes.

(c) En prenant la valeur en 0 de f = αff1 + βff2 et de la dérivée, on obtient

αf = f(0) et − αf

2
+

√
3

2
βf = f ′(0)

En résolvant le système, on obtient(
αf

βf

)
=

(
1 0
1√
3

2√
3

)(
f(0)
f ′(0)

)
(d) Par dé�nition, G est un sous-espace de E. De plus f1, f2 ∈ E et F est

donc aussi un sous-espace de E.
La matrice A étant inversible, le seul élément de F ∩G est l'application
nulle (si f = αff1 + βff2 = 0 avec f(0) = f ′(0) = 0 alors αf = βf = 0 et
donc f = 0). F et G sont donc en somme directe.

Soit g ∈ E et f = αf1 + βf2 avec

(
α
β

)
= A

(
g(0)
g′(0)

)
. On a alors f(0) =

g(0) et f ′(0) = g′(0) (toujours par inversibilité de A) et donc g − f ∈ G.
Ceci montre que g ∈ F + G et donc E ⊂ F + G. L'inclusion réciproque
est évidente et

F ⊕G = E

2. Supplémentaires, stabilité et diagonalisation.

Soit f l'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique de R3

est : 3 −4 8
5 −6 10
1 −1 1
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(a) On voit que (1, 1, 0) et (−2, 0, 1) sont vecteurs propres associés à la valeur
propre −1. Avec la trace, la dernière valeur propre est nulle. En résolvant
au brouillon, on voit que (4, 5, 1) est dans le noyau de f . Par dimension
(et comme les sous-espaces propres sont en somme directe) on a

E−1(f) = V ect((1, 1, 0), (−2, 0, 1)) et E0(f) = V ect((4, 5, 1))

f est donc diagonalisable (la somme des dimensions des sous-espaces
propres vaut 3).

(b) Soit (x, y, z) ∈ R3 et (x′, y′, z′) = f(x, y, z) = (3x − 4y + 8z, 5x − 6y +
10z, x− y + z). On a

x′ − y′ + z′ = −x+ y − z

Ainsi, si (x, y, z) ∈ (P ) alors (x′, y′, z′) ∈ (P ) et (P ) est stable par f .

(c) Un supplémentaire de (P ) est une droite. Il su�t donc de trouver un
vecteur propre qui n'est pas dans (P ) (il engendrera une droite stable
supplémentaire de l'hyperplan (P ) puisque non incluse dans celui-ci).
V ect((−2, 0, 1)) convient.

(d) On a deux implications à prouver.

i. Supposons f diagonalisable et notons (f1, . . . , fn) une base de dia-
gonalisation de f . Soit G un sous-espace de E. D'après le théorème
de la base incomplète, on peut compléter une base de G par des fi
de façon à obtenir une base de E. Le sous-espace engendré par les
fi utilisés est stable (chaque vecteur de'une base étant propre) et est
par construction un supplémentaire de G dans E.

ii. Supposons que tout sous-espace de E (dim(E) = n) admette un
supplémentaire stable. On construit, par récurrence, une famille libre
(f1, . . . , fn) de vecteurs propres et ainsi f est diagonalisable.

- Il existe un hyperplan H1 dans E. H1 admet un supplémentaire
stable qui est une droite D1 = V ect(f1) avec f1 vecteur propre
de f .

- Supposons construits (f1, . . . , fk) famille libre de vecteurs propres
avec k ≤ n−1. Il existe un hyperplanH deE contenant V ect(f1, . . . , fk).
Il existe alors une droite V ect(fk+1) stable par f . fk+1 est vecteur
propre et n'est pas dans V ect(f1, . . . , fk). Comme (f1, . . . , fk) est
libre, il en est donc de même de (f1, . . . , fk+1).

Exercice n�2 :

1.

(
1 +

1√
n

) 7
3

= 1 +
7

3
√
n
+

14

9n
+ o

(
1

n

) √
n ln

(
1 +

1

n

)
=

√
n

(
1

n
− 1

2n2
+ o

(
1

n2

))

un =

(
1 +

1√
n

) 7
3

− 7

3

√
n ln

(
1 +

1

n

)
− 1 =

14

9n
+ o

(
1

n

) ∑
un DV
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2.

∣∣∣∣ (−1)n√
n2 + 5n+ 3

∣∣∣∣ ∼ 1

n
. La série n'est pas ACV.∑ (−1)n√

n2 + 5n+ 3
: série alternée qui relève du critère spécial. Elle converge.

3. (a) vn = (1 +
√
n)

1
n = e

1
n
ln(1+

√
n) ;

ln vn =
1

n

(
ln
√
n+ ln

(
1 +

1√
n

))
∼ lnn

2n
−→ 0 ; (vn) converge vers 1.

(b) un =
an (1 +

√
n)

1
n

√
n lnn

∼ an√
n lnn

= wn.
∑

un et
∑

wn sont de même nature.

wn+1

wn

= a

√
n

n+ 1
× lnn

ln(n+ 1)
→ a car ln(n+1) = lnn+ln(1+ 1

n
) ∼ lnn.

Si a < 1 CV, si a > 1 DV (règle de d'Alembert).

(c) a = 1 ; un ∼ 1√
n lnn

; n
3
4un ∼ n

1
4

lnn
→ +∞.

1

n3/4
= o(un). DV.

4.
∑ (−1)nrn

2nn!
=
∑(

−r

2

)n
1

n!
série convergente de somme e−r/2.∑ cosn

n!
=
∑ Re(ein)

n!
.
∑ ein

n!
=
∑ (ei)n

n!
est CV de somme exp(ei).

La partie réelle donne :
+∞∑
n=0

cosn

n!
= ecos 1 cos(sin 1)

Exercice n�3 :

1. b > 0. Un =
n∑

k=0

1

k + b
− lnn.

(a) Un+1 − Un =
1

n+ b+ 1
− lnn+ 1 + lnn =

1

n

(
1 +

b+ 1

n

)−1

− ln

(
1 +

1

n

)
.

Un+1 − Un =
−(b+ 1)

n2
+

1

2n2
+ o

(
1

n2

)
∼ −2b− 1

2n2

La série
∑

(Un+1 − Un) est convergente. La suite (Un)n∈N aussi.

(b)
n∑

k=0

1

k + b
= lnn+ C(b) + o(1)

n∑
k=0

1

k + b+ 1
= lnn+ C(b+ 1) + o(1)

Par di�érence :
1

n+ b+ 1
− 1

b
= C(b+ 1)− C(b) + o(1).

Par passage à la limite : C(b+ 1) = C(b)− 1

b

(c) r > 0.
n∑

k=0

1

rk + b
=

1

r

(
n∑

k=0

1

k + b/r

)
=

1

r
lnn+

1

r
C

(
b

r

)
+ o(1)

(d) En séparant les entiers pairs et impairs :
n∑

k=0

1

2k + 1
+

n∑
k=0

1

2(k + 1)
=

2n+1∑
p=0

1

p+ 1

1

2
(lnn+ C(1/2) + o(1))+

1

2
(lnn+ C(1) + o(1)) = ln(2n+1)+C(1)+o(1)
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C(1/2)− C(1) = 2 ln
2n+ 1

n
+ o(1) =⇒ C

(
1

2

)
= C(1) + 2 ln 2

2. un =
n+ 3

(n+ 5)(n+ 1)(2n+ 1)
∼ 1

2n2
.
∑

un CV.

X + 3

(X + 1)(X + 5)(2X + 1)
= − 1

2(X + 1)
− 1

18(X + 5)
+

10

9(2X + 1)
n∑

k=0

uk = −1

2
(C(1) + lnn+ o(1))− 1

18
(C(5) + lnn+ o(1))+

5

9
(C(1/2) + lnn+ o(1))

C(5) = C(4)− 1

4
= C(3)‘

1

3
− 1

4
= ... = C(1)− 1− 1

2
− 1

3
− 1

4
= C(1)− 25

12

n∑
k=0

uk =
−1

18
×−25

12
+
5

9
(2 ln 2)+o(1)

+∞∑
n=0

n+ 3

(n+ 5)(n+ 1)(2n+ 1)
=

25

216
+
10

9
ln 2

3. C(1) = γ.
n∑

k=0

1

2k + 1
=

1

2
lnn+

γ

2
+ ln 2 + o(1)

Zn =
n∑

k=0

1

2k + 1
− 1

2
lnn− γ

2
− ln 2. Zn+1 − Zn =

1

2n+ 3
− 1

2
(lnn+ 1− lnn)

Zn+1 − Zn =
1

2n

(
1 +

3

2n

)−1

− 1

2
ln

(
1 +

1

n

)
=

1

2n
− 3

4n2
− 1

2n
+

1

4n2
+ o

(
1

n2

)
Zn+1 − Zn ∼ −1

2n2
.

Par dé�nition, pour tout ε > 0 il existe un entier N0 tel que, pour n ≥ N0,∣∣∣∣Zn+1 − Zn +
1

2n2

∣∣∣∣ ≤ ε

2n2
. Pour p > n ≥ N0 :

−
p∑

k=n

ε

2k2
≤

p∑
k=n

(
Zk+1 − Zk +

1

2k2

)
≤

p∑
k=n

ε

2k2

−
p∑

k=n

ε

2k2
≤ Zp+1 − Zn +

p∑
k=n

1

2k2
≤

p∑
k=n

ε

2k2

Comme lim
p→+∞

Zp = 0 on a, en notant Rn =
+∞∑
k=n

1

2k2
, par passage à la limite :

−εRn ≤ −Zn +Rn ≤ εRn donc, pour n ≥ N0 |Zn −Rn| ≤ εRn

On a donc Zn ∼ Rn. Mais ∀k ∈ N∗,
1

(k + 1)2
≤
∫ k+1

k

dt

t2
≤ 1

k2
.

Par sommation de n à p puis passage à la limite on obtient :

+∞∑
k=n

1

(k + 1)2
≤
∫ +∞

n

dt

t2
≤

+∞∑
k=n

1

k2
⇒ Rn −

1

2n2
≤ 1

2n
≤ Rn

D'où Rn ∼ 1

2n
et Zn ∼ 1

2n
.
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Remarque : la méthode précédente peut être utlisée avec tout α > 1.

Supposons que un ∼ 1

nα
. La série

∑
un est convergente.

Par dé�nition de l'équivalence :

∀ε > 0, ∃N0 ∈ N tel que, n ≥ N0 ⇒
−ε

nα
≤ un −

1

nα
≤ ε

nα
.

On note Rn =
+∞∑
k=n

1

kα
. Par sommation des inégalités pour p ≥ k ≥ n ≥ N0,

puis en faisant tendre p vers l'in�ni on a : −εRn ≤
+∞∑
k=n

uk −Rn ≤ εRn.

On a encore :
+∞∑
k=n

uk ∼ Rn. De plus, comme précédemment :

+∞∑
k=n

1

(k + 1)α
≤
∫ +∞

n

dt

tα
≤

+∞∑
k=n

1

kα
⇒ Rn −

1

nα
≤ 1

α− 1
× 1

nα−1
≤ Rn

Rn ∼ 1

α− 1
× 1

nα−1
.

Amélioration de la précision .

On vient de démontrer que Un = C(1/2) +
1

2
lnn+

1

2n
+ o

(
1

n

)
.

On note Wn = Un − C(1/2)− 1

2
lnn− 1

2n
. lim
n→+∞

Wn = 0

Wn+1 −Wn =
1

2n+ 3
− 1

2
ln

(
1 +

1

n

)
− 1

2n+ 2
+

1

2n

Wn+1 −Wn =
1

2n

(
1 +

3

2n

)−1

− 1

2

(
1

n
− 1

2n2
+

1

3n3
+ o

(
1

n3

))
− 1

2n+ 2
+

1

2n

Wn+1 −Wn = − 3

4n2
+

9

8n3
+

1

4n2
− 1

6n3
+ o

(
1

n3

)
− 1

2n

((
1 +

1

n

)−1

− 1

)
Wn+1 −Wn =

9

8n3
− 1

6n3
− 1

2n3
+ o

(
1

n3

)
=

11

24n3
+ o

(
1

n3

)
−Wn =

+∞∑
k=n

(Wk+1 −Wk) ∼
11

24
× 1

2
× 1

n2
=

11

48n2
.

D'où :
n∑

k=0

1

2k + 1
=

1

2
lnn+

γ

2
+ ln 2 +

1

2n
− 11

48n2
+ o

(
1

n2

)
Exercice n�4 : Racines itérées

an ≥ 0. ∀n ∈ N, un =

√
a0 +

√
a1 + ...+

√
an

1. Si an = a > 0.

(a) un+1 =
√
a+ un . u0 =

√
a.

(b) La fonction f : x 7→
√
x+ a est continue, strictement croissante sur

[−a,+∞[.

f(x) = x ⇔
√
x+ a = x, x ≥ −a ⇔ x+ a = x2, x ≥ 0 ⇔ x =

1 +
√
1 + 4a

2
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(c) Soit c l'unique point �xe de f . On remarque que, pour n ≥ 1, un ≥ 0.
La fonction g : x 7→ f(x) − x est de signe constant sur les intervalles
[−a, c] et [c,+∞[. g(0) > 0 et lim+∞ g(x) = −∞ donne le signe de g.
De plus les intervalles [−a, c] et [c,+∞[ sont stables par f . D'où l'étude :

• Si u0 ∈ [−a, c], pour tout n, un ∈ [−a, c].
Donc , pour tout n, g(un) = un+1 − un ≥ 0. La suite est croissante,
majorée par c, donc convergente. Sa limite l véri�e f(l) = l par
continuité de f . Donc l = c.

• Si u0 ∈ [c,+∞[, pour tout n, un ∈ [c,+∞[.
Donc , pour tout n, g(un) = un+1−un ≤ 0. La suite est décroissante,
minorée par c, donc convergente. Sa limite l véri�e f(l) = l par
continuité de f . Donc l = c.

2. Soit r > 0. On prend ici, pour tout n, an = r2
(n+1)

.

u0 =
√
r2 = r, u10 =

√
r2 +

√
r4 =

√
r2 + r2

√
1 = r

√
1 +

√
1.

On montre par récurrence que : un = r

√
1 +

√
1 + ...+

√
1.

D'après la question 1, la suite est convergente de limite r
1 +

√
5

2
.

3. Par utilisation succesiive de la croisance de la fonction X 7→
√
X on a :

an ≤ an +
√
an+1 ⇒

√
an−1 +

√
an ≤

√
an−1 +

√
an +

√
an+1

... ⇒
√

a0 +
√

a1 + ...+
√
an ≤

√
a0 +

√
a1 + ...+

√
an +

√
an+1

La suite (un) est croissante.

4. On a ∀n ∈ N, un ≥
√
0 +

√
0 + ...+

√
an = a

1

2(n+1)

n .

Si la suite (un) converge, elle est bornée et la minoration précédente montre

que la suite (a
1

2(n+1)

n )n∈N est bornée.
Réciproquement :

(a
1

2(n+1)

n )n∈N bornée ⇐⇒ ∃r > 0 tel que ∀n, 0 ≤ a
1

2(n+1)

n ≤ r

(a
1

2(n+1)

n )n∈N bornée ⇐⇒ ∃r > 0 tel que ∀n, 0 ≤ an ≤ r2
(n+1)

On obtient alors facilement : un ≤ r

√
1 +

√
1 + ...+

√
1 ≤ r

1 +
√
5

2
.

La suite est (un) est croissante et majorée, elle converge.

Remarque : an ≤ r2
(n+1) ⇔ an ≤ r′2

n
avec r′ = r2. donc

(a
1

2(n+1)

n )n∈N bornée équivaut à (a
1
2n
n )n∈N bornée.

5. vn =

√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + ...+ (n− 1)

√
1 + n
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(a) vn =

√
1 +

√
4 + 12

√
1 + ...+ (n− 1)

√
1 + n

vn =

√
1 +

√
4 +

√
144 + ...+ (n− 1)

√
1 + n

vn =

√√√√
1 +

√
22 +

√
24 × 32 + ...+

√
22n × 32n−1 × ...× (n− 1)2(1 + n)

(b) La suite (an) associée véri�e an = (n+ 1)2 × n4 × (n− 1)8...× 22
n

ou encore
ln an
2n

=
n+1∑
k=2

ln k

2k−2
.

La série
∑ lnn

2n
est convergente ( utiliser la règle de d'Alemnbert). La

suite

(
ln an
2n

)
est convergente, donc bornée.

ln an ≤ M2n ⇒ an ≤ eM2n ⇒ (an)
1/2n ≤ eM .

D'après les question précédentes la suite (un) converge.

(c) |3− vn| =
|3− vn| × |3 + vn|

|3 + vn|
=

|9− v2n|
3 +

√
1 +

√
.....

≤ 1

4
|9− v2n|

|9− v2n| = |(3− vn)(3 + vn)| = 8− 2

√
1 + 3

√
1 + ...+ (n− 1)

√
1 + n

|9− v2n| = 2

(
4−

√
1 + 3

√
1 + ...+ (n− 1)

√
1 + n

)

|9− v2n| ≤ 2

(
15− 3

√
1 + ...+ (n− 1)

√
1 + n

)
4 +

√
1 + 3

√
1 + ...+ (n− 1)

√
1 + n

|9− v2n| ≤ 2× 3

5

(
5−

√
1 + ...+ (n− 1)

√
1 + n

)
En réitérant le procédé on obtient :

|3− vn| ≤
2

4
× 3

5
× ...× n− 1

n+ 1

(
n+ 1−

√
1 + n

)
≤ 6

n
La suite (vn) converge vers 3.
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