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Exercice n°1 :
1. Deux exemples simples de supplémentaires.

(a) Soit G le sous-espace vectoriel de E formé des fonctions impaires. La seule
fonction paire et impaire étant la fonction nulle, F' et G sont en somme
directe. Par ailleurs,

f@) + f(=x) | f(2) = f(=2)

Ve, f(z) = 5 + 5

permet d’écrire f € F comme élément de F'+ G. On a donc F &G = E.

(b) L’équation différentielle proposée est linéaire du second ordre a coeffi-
cients constants et homogéne. L’ensemble des solutions sur R est un
espace-vectoriel de dimension 2 (d’ou existence de f; et f2). L’équa-
tion caractéristique est 72 + 7 + 1 = 0 et admet les complexes —% + Z\/Tg

comme solutions. Le cours indique (et c’est facile a vérifier) que

fiix = e cos(V3x/2) et fo:x s e/ ?sin(v/3x/2)

sont deux solutions indépendantes.
(c) En prenant la valeur en 0 de f = oy f1 + By f2 et de la dérivée, on obtient

Qy = f(()) et — % +\/7§ﬁf = f/(O)

En résolvant le systéme, on obtient

)=(5 2) (7o)

(d) Par définition, G est un sous-espace de E. De plus fi, fo € E et F est
donc aussi un sous-espace de E.
La matrice A étant inversible, le seul élément de F' N G est 'application
nulle (si f = ayfi + Brfo =0 avec f(0) = f/(0) =0 alors oy = Sy =0 et
donc f =0). F et G sont donc en somme directe.

Soit g € F et f = afy + ffs avec <g> =A (5,((%))) On a alors f(0) =

g(0) et f'(0) = ¢’(0) (toujours par inversibilité de A) et donc g — f € G.
Ceci montre que g € F'+ G et donc F C F' + G. L’inclusion réciproque

est évidente et
FoG=F

2. Supplémentaires, stabilité et diagonalisation.

Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R3

est :
3 —4 8
5 —6 10
1 -1 1
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On voit que (1,1,0) et (—2,0, 1) sont vecteurs propres associés a la valeur
propre —1. Avec la trace, la derniére valeur propre est nulle. En résolvant
au brouillon, on voit que (4,5, 1) est dans le noyau de f. Par dimension
(et comme les sous-espaces propres sont en somme directe) on a

E_1(f) = Vect((1,1,0), (=2,0,1)) et Eo(f) = Vect((4,5,1))

f est donc diagonalisable (la somme des dimensions des sous-espaces
propres vaut 3).

Soit (z,y,2) € R3 et (2/,9,2") = f(x,y,2) = 3z — 4y + 82,52 — 6y +
10z,2 —y + z). On a

¥y +d=—x+y—2z

Ainsi, si (z,y,2) € (P) alors (2/,y/,2") € (P) et (P) est stable par f.

Un supplémentaire de (P) est une droite. Il suffit donc de trouver un
vecteur propre qui n’est pas dans (P) (il engendrera une droite stable
supplémentaire de 'hyperplan (P) puisque non incluse dans celui-ci).
Vect((—2,0,1)) convient.

On a deux implications & prouver.

i. Supposons f diagonalisable et notons (fi,..., f,) une base de dia-
gonalisation de f. Soit G un sous-espace de E. D’aprés le théoréme
de la base incompléte, on peut compléter une base de GG par des f;
de facon a obtenir une base de E. Le sous-espace engendré par les
fi utilisés est stable (chaque vecteur de’une base étant propre) et est
par construction un supplémentaire de G dans F.

ii. Supposons que tout sous-espace de E (dim(E) = n) admette un
supplémentaire stable. On construit, par récurrence, une famille libre
(f1,..., fn) de vecteurs propres et ainsi f est diagonalisable.

- Il existe un hyperplan H; dans F. H; admet un supplémentaire
stable qui est une droite D; = Vect(f1) avec fi vecteur propre
de f.

- Supposons construits (f1, ..., fr) famille libre de vecteurs propres

avec k < n—1. Il existe un hyperplan H de F contenant Vect(fi, ...

Il existe alors une droite Vect(fry1) stable par f. fri1 est vecteur
propre et n’est pas dans Vect(fi,..., fr). Comme (fi,..., fr) est
libre, il en est donc de méme de (f1, ..., frr1)-

Exercice n°2 :

7
1\3 7 14 1 1
L (14+—) =144+ = - ml14+2) = 1_1
(+\/ﬁ> +3\/ﬁ+9n+0(n) \/ﬁn< +n) \/ﬁ(n 2n2+0

Unp,

1 1

7
1 \3% 7 1 14 1
=({14+—] —= In{l+—-)—-1=— — n DV
(1+57) —gvmm () -1=g e (5) Lo
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‘ ~ —. La série n’est pas ACV.

‘\/n2+5n+

Z " : série alternée qui reléve du critére spécial. Elle converge.

\/n2 +5n+3
3. (a) vy = (14 /n)r = en M0+,

1 1 1
Inv, = - <ln\/ﬁ+ In (1 + %)) ~ ;—; — 0; (vy,) converge vers 1.

n

3=

a™ (1++/n) a
(b) un = Vnlnn N\/ﬁlnn

n 1
wwzl =a,/ nj— T X ln(;lz D — acarn(n+1) =Inn+In(1+2) ~ Inn.
Sia<1CV,sia>1DV (régle de d’Alembert).

1
n4
- vnlon’ A TR

—1)"r" —r\" 1
4. Z (=1 = Z <—T) — série convergente de somme e~"/2,

= Wy. > Uy et Y w, sont de méme nature.

= o(uy,). DV.

2 n!

e'L n i
Z py Z T est CV de somme exp(e’).

cosn
La partie réelle donne : Z = e cos(sin 1)

n!
n=0

Exercice n°3 :

"1
1. b> 0. Un:Z——lnn.
- k+b

(a) Upy1 — U, = ﬁ—lnn—i—l—l—lnn: % (1—1—1)—'—71)_1 —1In (1—1—%).
La série Y (U1 — U,) est convergente La suite (Up)nen aussi.

(b)kz_o“ =Inn+C(b Zk+b =Inn+C(b+1)+o(1)
Par différence : ﬁ - % =C(b+1) —1C’(b) +o(1).

Par passage a la limite : C(b+ 1) = C(b) — 3

() r>0. Zrk—I—b = (Zk+b/r> %ln”+%0<§>+0(1)

1 1
(d) En séparant les entiers pairs et impairs : Z + —_— = R

(Inn+C(1/2) + 0(1))—1—% (Inn+ C(1) +0o(1)) = In(2n+1)+C(1)+o(1)

N | =

Correction DM 5 - 3 sur 7



PC* Corrigé DM 5 2014 — 2015

o+ 1 1
C(1/2) —C(1) =2In n;— +0(1):>C(§) =(C(1)+2In2
n+3 1
2 = S e o =t OV
X+3 1 1 10

XADX 52X+ 2X+1) BX+5 92X+

Zuk = —% (C(1)+Inn+ 0(1))—i (C(5) 4+ Inn + 0(1))—|—g (C(1/2) +Inn + o(1))

18
k=0
1 1 1 1 1 1 25
=CH4)—-= ———-=..=C1)-1—-==-=== =C(1)— —
C(5)=CW -1 =CO5— 7= =C)—1-5—3—1=C)- T
" -1 —25 5 <= n+3 25 10
= —X— 2In2 1 =—+—1In2
;“’“ 3 <72 Tp (@m2teld) §(n+5)(n+1)(2n+1) 26 9 "
3 C(l)—yi ! ——1nn+1+ln2+0(1)
'k:OQk—i—l 2
"1 1 v 1
Ly = ——lnn—=-—-In2. Z, Z — =1 1-—1
i+l 22 ! o+ 3 2(1”“r nn)
1 3\7' 1 13 1 1
Ly Ly = — — ——h(l+-)=7—-—— —+— —
i Zn( 2n> 2n(+n) 2n  4n? 2n+4n2+0<n2)
-1
Zn—l—l_ZnNﬁ-
Par définition, pour tout € > 0 il existe un entier Ny tel que, pour n > Ny,
1
Lni1 — Z—l—z—_zi Pour p>n > Ny :
P ¢ & 1 P e
—zﬁ_z(zkﬂ—zﬁw)g =
k=n k=n k=n
P e "1 P ¢
D g Shn It ) 55 <) 5
k=n k=n k=n
o0 1
Comme pginooZ =0 on a, en notant R, —;2k2,par passage a la limite :

—eR, < —-Z,+ R, <eR, donc,pour n>Ny |Z,— R, <eR,

On a done Z, ~ R,. Mais Vk € N*. </k+ldt<1
a donc Z, ~ R,,. Mais , < - < —=.
tadon ' k+12= ), 2R

Par sommation de n & p puis passage a la limite on obtient :

+oo +00 +oo
1 dt 1 1
— < —— < — <R,
;(kﬂ)?—/n t2—zk2 fn =55 S5, S
1 1
D7\RnN_thN_-
ou 2ne 2n
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Remarque : la méthode précédente peut étre utlisée avec tout a > 1.

Supposons que u, ~ —. La série ) | u, est convergente.
n,

Par définition de ’équivalence :

- 1
Ve >0, 3N, € Ntel que, n > Np =  — <upy— — < —
noz

“+o00

3

ne — no’

On note R, = Z o Par sommation des inégalités pour p > k > n > N,

k=n

“+o00

puis en faisant tendre p vers l'infini on a : —eR,, < Z u, — R, <eR,.

+o00

k=n

On a encore : E ui ~ R,. De plus, comme précédemment :

k=n

k=n
1 1

R, ~

Ameélioration de

1 1 1
On vient de démontrer que U,, = C(1/2) + 3 Inn+—+o <—)

+o0o 400 +o00
1 dt 1 1 1 1
< — <y — =R, -—< X <R,
Z(k—Fl)a_/n te ke n*  a—1 no‘_l_

k=n

X o
a—1 no-

la précision .

2n n

1

1
On note W,, = U,, — C(1/2) — Elnn— . lim W, =0

1
Wn+1 - Wn =

Wn+1 _Wn = -

+oo

1
“Wa = (Wi = Wi) ~ o X 5 X — =

k=n

1 1
I Iml1+Z2) = —
o+ 3 2“( +n> 2 2n
1 3\Y 1/1 1 1 1 1 1
Wy — W, = —[1+2) - (=2 — 4+ — —)) -

. 2n < i Qn) 2 <n 2n? - 3n3 o <n3)> 2n + 2 * 2n
3 . 9 . 1 1 N 1 1 N

4n?2  8n3  4n?  6n3 © ns3 2
1

n (
1 1 1 11
Wop1n =Wy == —— — — — | =
o 8n3  6n3 2n3+0(n3> 24n3+0(n3>

n mn—-+oo

1

11 1 11

24 n2  48n?’

"1 1 v 1 11 1
Dot : =_1 4+ In24 — — —
ot ;%4—1 gty ety 48n2+0(n2>

Exercice n°4 : Ra

cines itérées

a, > 0.Vn € N, un:\/ao—l—\/a1+...—|—\/an

1. Sia, =a>0.

(a) upy1 = Va+u, . ug = +/a.

(b) La fonction f
[—a, +0o0.

flz)=z<

: x — y/x 4+ a est continue, strictement croissante sur

rt+a=zr>—-acr+ta=2 >0 =
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(c) Soit ¢ I'unique point fixe de f. On remarque que, pour n > 1, u, > 0.
La fonction g : = — f(x) — = est de signe constant sur les intervalles
[—a,c] et [c,+00]. g(0) > 0 et lim , g(x) = —oo donne le signe de g.
De plus les intervalles [—a, c] et [c, +00[ sont stables par f. D’otu I'étude :

e Siug € [—a,c|, pour tout n, u, € [—a,c.
Donc , pour tout n, g(u,) = u,+1 — u, > 0. La suite est croissante,
majorée par ¢, donc convergente. Sa limite [ vérifie f(I) = [ par
continuité de f. Donc [ = c.

e Si ug € [¢, +00], pour tout n, u, € [¢,+00].
Donc , pour tout n, g(u,) = t,1 —u, < 0. La suite est décroissante,
minorée par ¢, donc convergente. Sa limite [ vérifie f(I) = [ par

continuité de f. Donc [ = c.

2. Soit 7 > 0. On prend ici, pour tout n, a, = P2

uoz\/ﬁ:r,ul():\/7’2+\/7“_4:\/7’2+7"2\/I:r 1+ /1.

On montre par récurrence que : u, = 7’\/1 +\V1i+..+ V1.
1

+v5

D’apres la question 1, la suite est convergente de limite r

3. Par utilisation succesiive de la croisance de la fonction X — v/ X on a :

Qanp, S an + Gp41 = \/an—l + VvV an S \/an—l + \/an+ \/an+1
e = \/a0+\/a1+...—|—\/an < \/a0+\/a1+...+\/an+\/an+1

La suite (u,) est croissante.

4. Ona‘v’neN,unz\/0+\/m:a%m+n'

Si la suite (u,) converge, elle est bornée et la minoration précédente montre
1

: ST )
que la suite (a2 ),en est bornée.

Réciproquement :
1

1 1
(a2""),en bornée <= Ir > 0 tel que Vn, 0 < a2"" <r
1

(a2 ), en bornée <= Ir > 0 tel que Vn, 0 < a, < 2

/ 1 5
On obtient alors facilement : u,, < r\/l +A/ 14 . +V1 <r +2 )

La suite est (u,) est croissante et majorée, elle converge.

S

(n+1) n
Remarque : a, < r? S a, < r?" avec ' = r?. donc
1 1
+1 4 4 . N 51 4
(a2 ),en bornée équivaut a (a3" )nen borneée.

5. vn:\/l+2\/l+3\/1+...+(n—1)\/l+—n
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(a) vn:\/1+\/4+12\/1—|—...+(n—1)\/1—|——n

vn:\/1+\/4+\/144+...+(n—1)\/1+—n

Uy = 1+\/22+\/24 ><32+...+\/22“ x 3271 % x (n—1)2(1+n)

(b) La suite (a,) associée vérifie a, = (n +1)* x n* x (n — 1)%... x 2%

n+1
Ina, In k
ou encore on = E w
k=2

1
La série Z % est convergente ( utiliser la régle de d’Alemnbert). La

. In a,, )
suite —on est convergente, donc bornée.

lna, < M2" = q, < M?" = (an)1/2n < eM,
D’aprés les question précédentes la suite (u,) converge.

3 — X |3 9 — 2

(C) |3_Un| — | UTL| | +UTL| . | Un|

= <
13 4 vy, 3+ /1+ /o~ "
|9—Ui|:|(3—vn)(3+vn)|:8—2\/1+3\/1+...+(n—1)\/1—|—n

|9—v§y:2<4—\/1+3\/1+...+(n—1)\/u—n>

(15 ~3y/1 4t (0 - 1)\/H——n)

19— vl <2

4+\/1+3\/1—|—...+(n—1)\/1—|——n
|9—v2]§2><§(5—\/1+...+(n—1)\/1+—n)

En réitérant le procédé on obtient :

3 —1 6
i (n+1—\/1—|—n)§—
n

2
— < - X=X
3 vn|_4><5>< X7

La suite (v,) converge vers 3.
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