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Exercice 1 Intégrale de Wallis et formule de Stirling

1. La fonction t 7→ sinn(t) est continue, positive sur [0, π/2]. Son intégrale sur ce
segment est positive. Si elle était nulle, la fonction serait nulle sur le segment,
ce qui n'est pas. Donc ∀n ∈ N, In > 0.

(Rappel : Si f continue, positive de [a, b] dans R+ véri�e

∫ b

a

f(u)du = 0

alors , ∀t ∈ [a, b], f(t) = 0)

∀n ∈ N, In+1− In =

∫ π/2

0

sinn(t)(sin t− 1)dt. La fonction à intégrer est claire-

ment négative sur [0, π/2]. Son intégrale également et donc ∀n ∈ N, In+1 ≤ In.

La suite est décroissante. I0 =

∫ π/2

0

1dt =
π

2
. et I1 = [− cos t]π/20 = 1.

2. Pour n entier ; n ≥ 2 :

In =

∫ π/2

0

cosn−1(t) cos(t)dt =
[
cosn−1(t) sin(t)

]π/2
0
−
∫ π/2

0

(n−1) cosn−2(t)(− sin t) sin t(t)dt

In = 0 + (n− 1)

∫ π/2

0

cosn−2(t)(1− cos2 t)dt = (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

En remplaçant on obtient : ∀ ∈ N, n ≥ 2, In =
n− 1

n
In−2

3. Montrons par récurrence sur n que, pour tout n de N∗, InIn−1 =
π

2n
(Pn).

La propriété est vraie pour n = 0 car I0I1 =
π

2
× 1 =

π

2× 1
.

Supposons (Pn) vraie pour un entier n donné. Par propriété montrée en ques-

tion 2), pour tout n de N∗, In+1 =
n

n+ 1
In−1

On a donc In+1In =
n

n+ 1
In−1In =

n

n+ 1
× π

2n
par hypothèse de récurrence.

In+1In =
π

2(n+ 1)
. (Pn+1) est vraie .

La propriété est donc vraie pour tout entier n.

4. Comme la suite est décroissante, pour tout n de N∗, In+1 ≤ In ≤ In−1

En utilisant la relation de 2) pour In−1 on a :
n

n+ 1
In−1 ≤ In ≤ In−1.

En multipliant par In > 0 :
n

n+ 1
InIn−1 ≤ I2n ≤ InIn−1

En utilisant la relation de 3) :
π

2(n+ 1)
≤ I2n ≤

π

2n
.

Comme In > 0,

√
n

n+ 1
≤ In

√
2n√
π
≤ 1. Par encadrement, lim

n→+∞

In
√
2n√
π

= 1.

On a donc In ∼
√
π√
2n

.

5. En utilisant la relation vue en 2), pour tout k ∈ N,
I2k+2

I2k
=

2k + 1

2k + 2
.

p−1∏
k=0

I2k+2

I2k
=
I2p
I0

=

p−1∏
k=0

2k + 1

2k + 2
=

1× 3× · · · × (2p− 1)

2× 4× · · · × (2p)
=

(2p)!

(2× 4× · · · × (2p))2
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I2p =
(2p)!

(2p × p!)2
I0 =

(2p)!

22p(p!)2
π

2

Pour tout p, en utilisant la relation de la question 3), I2p+1I2p =
π

2(2p+ 1)

On connaît I2p d'où : I2p+1 =
π

2(2p+ 1)

22p(p!)2

(2p)!

2

π
. I2p+1 =

22p(p!)2

(2p+ 1)!
.

6. On sait qu'il existe un réel strictement positif K tel que n! ∼ K nne−n
√
n.

On a donc I2p ∼
(2p)2pe−2p

√
2pK

22p(ppe−p
√
pK)2

π

2
=

π

K
√
2p

. Mais on a vu I2p ∼
√
π√

2× 2p
.

lim
p→+∞

I2p
I2p

= 1 = lim
p→+∞

π

K
√
2p

2
√
p

√
π

=

√
2π

K
et K =

√
2π.

On a donc n! ∼ nne−n
√
2πn

Exercice 2

1. La série
∑ (−1)n

2n+ 1
est une série alternée.

Notons, pour tout n de N, un =
1

2n+ 1
, limun = 0 et un+1 =

1

2n+ 3
≤ un. La

suite (un) est décroissante de limite 0. La série
∑

(−1)nun relève du critère

spécial des séries alternées. Elle converge.

2. Pour tout entier k,
(−1)k

2k + 1
=

∫ 1

0

(−1)kt2kdt =
∫ 1

0

(−t2)kdt.
n∑
k=0

uk =
n∑
k=0

∫ 1

0

(−t2)kdt =
∫ 1

0

(
n∑
k=0

(−t2)k
)
dt

Mais ∀t ∈ [0, 1], −t2 6= 1 donc :

Sn =
n∑
k=0

uk =

∫ 1

0

1− (−t2)n+1

1− (−t2)
dt =

∫ 1

0

1

1 + t2
dt−

∫ 1

0

(−t2)n+1

1 + t2
dt

Notons pour tout entier n, Kn =

∫ 1

0

(−t2)n+1

1 + t2
dt.

On a : |Kn| ≤
∫ 1

0

t2n+2

1 + t2
dt ≤

∫ 1

0

t2n+2dt =
1

2n+ 3
. On a donc lim

n→+∞
Kn = 0.

Or, pour tout n, Sn = [arctan(t)]10 −Kn =
π

4
−Kn

La suite (Sn) est donc convergente de limite π/4. Autrement dit la série∑ (−1)n

2n+ 1
est convergente de somme S = π/4.

S =
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
=
π

4
et ∀n ∈ N, Rn = S − Sn = Kn =

∫ 1

0

(−t2)n+1

1 + t2
dt

3.
∑(

π

4
−

n∑
k=0

(−1)k

2k + 1

)
=
∑

Rn =
∑(∫ 1

0

(−t2)n+1

1 + t2
dt

)
.
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La somme partielle d'ordre n de cette série est :

Tn =

∫ 1

0

(
n∑
k=0

(−t2)k+1

)
dt

1 + t2
= −

∫ 1

0

(
n∑
k=0

(−t2)k
)

t2

1 + t2
dt

Tn = −
∫ 1

0

1− (−t2)n+1

1 + t2
t2

1 + t2
dt = −

∫ 1

0

t2dt

(1 + t2)2
+K ′n

Comme précédemment |K ′n| ≤
∫ 1

0

t2n+4dt =
1

2n+ 5
.

On a donc lim
n→+∞

Tn = −
∫ 1

0

t2

(1 + t2)2
dt. La série est convergente.

De plus :
π

4
=

∫ 1

0

dt

1 + t2
=

[
t

1

1 + t2

]1
0

−
∫ 1

0

t× −2t
(1 + t2)2

dt

On en tire

∫ 1

0

t2

(1 + t2)2
dt =

π

8
− 1

4
et

+∞∑
n=0

Rn =
1

4
− π

8
.

4. a > 0
∑ (−1)n

an+ 1
est une série alternée qui relève du critère spécial. Elle

converge.

Sn(a) =
n∑
k=0

∫ 1

0

(−ta)kdt =
∫ 1

0

1− (−ta)n+1

1 + ta
dt =

∫ 1

0

dt

1 + ta
−Kn(a)

avec |Kn(a)| ≤
∫ 1

0

tna+adt =
1

(n+ 1)a+ 1
et lim

n→+∞
Kn(a) = 0

La suite S(a) est convergente de limite l'intégrale. Le reste de la série S(a)−
Sn(a) est donc Kn(a).

5. S(a) =

∫ 1

0

dt

1 + ta
dt.

6. Même technique Rn(a) = Kn(a) =

∫ 1

0

(−ta)n+1

1 + ta
dt.

n∑
k=0

Kk(a) =

∫ 1

0

(
n∑
k=0

(−ta)k
)
−ta

1 + ta
dt =

∫ 1

0

−ta

(1 + ta)2
+

∫ 1

0

(−ta)n+1

(1 + ta)2
tadt

La valeur absolue de la dernière intégrale est majorée par∫ 1

0

t(n+2)adt =
1

(n+ 2)a+ 1
. Limite 0 et :

+∞∑
n=0

Rn(a) = −
∫ 1

0

ta

(1 + ta)2
dt.

7.
+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
= 1− 1

2
+
1

3
− 1

4
+· · · =

∫ 1

0

dt

1 + t
= ln 2. (série harmonique alternée).

Rn(1) =
+∞∑

k=n+1

(−1)k

k + 1
et

+∞∑
n=0

Rn(1) = −
∫ 1

0

t

(1 + t)2
dt = − ln 2 +

1

2

Exercice 3

1. Z et Q contiennent 0 et ne sont donc pas vides.

∀(p, q) ∈ Z2, p+ (−q) = p− q ∈ Z. (Z,+) est un sous-groupe de (R,+).
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De même si a et b sont deux éléments deQ, il existe p, q, p′, q′ dans Z avec q > 0,

q′ > 0 tels que a = p/q et b = p′/q′. On a : a+ (−b) = a− b = pq′ − p′q
qq′

∈ Q.

(Z,+) et (Q,+) sont des sous-groupes de (R,+).

2. G est un sous-groupe de (R,+) et g ∈ G. 0 = g+(−g) ∈ G.−g = 0+(−g) ∈ G.
2g = g + (−(−g)) ∈ G. Par une récurrence immédiate ∀n ∈ N, ng ∈ G.
((n+ 1)g = ng + (−(−g)))
De même ∀n ∈ N, −ng = n(−g) ∈ G car −g ∈ G. Donc ∀p ∈ Z, pg ∈ G.

3. Soit a ∈ R. aZ = {xa / x ∈ Z}. aZ est non vide. Il contient a. De plus si x, y
sont deux éléments de cet ensemble, il existe deux entiers p, q dans Z tels que
x = pa et y = qa. x+ (−y) = (p− q)a ∈ aZ.
(aZ,+) est un sous-groupe de (R,+).

4. Si G est un sous-groupe de (R,+) et a ∈ G on a montré en question 2) que
aZ ⊂ G .

5. On considère maintenant un sous-groupe G de (R,+) non réduit à {0}. On
note G+ les éléments strictement positifs de G.

(a) Par hypothèse G possède au moins un élément non nul α. Mais −α est
aussi élément de G. Un des deux est strictement positif. G+ est non vide.

(b) La borne inférieure d'un ensemble de réels est, s'il existe, le plus grand
des minorants de cet ensemble. On a :
m = inf(A)⇔ ∀a ∈ A,m ≤ a et ∀m′ > m,m′ ne minore pas A.

m = inf(A)⇔ ∀a ∈ A,m ≤ a et∀m′ > m, ∃a′ ∈ A/m ≤ a′ < m′.

Si A =]0, 1[, inf(A) = 0 et 0 6∈ A.
(c) L'ensemble G+ est non vide, minoré par 0. Il possède donc une borne

inférieure.

(d) Si G = πZ, G+ = {nπ , n ∈ N∗}. inf G+ = π.

(e) Soit α = inf Q+. Comme 0 minore Q+, 0 ≤ α.

Mais ∀n ∈ N∗, 1/n ∈ Q+ donc 0 ≤ α ≤ 1/n. Par suite α = 0.

6. On suppose maintenant que G est un sous-groupe de (R,+) et que α = inf G+

est un réel strictement positif.

(a) Comme α > 0, α < 3α/2. 3α/2 n'est donc pas un minorant de G+ et il

existe un élément g de G+ tel que α ≤ g <
3α

2
.

Si α < g alors g n'est pas, par dé�nition de la borne inférieure, un
minorant de G+. On peut donc trouver un élément g′ ∈ G+ véri�ant
α ≤ g′ < g.

On a alors α ≤ g′ < g < 3α/2 et d(g, g′) = g − g′ < d(3α/2, α/2) = α/2.

Mais g − g′ = g + (−g′) ∈ G et g − g′ > 0 donc g − g′ ∈ G+. On devrait
avoir g − g′ ≥ α ce qui n'est pas.

On a une contradiction et donc α = g ∈ G+.

(b) Comme α ∈ G, αZ ⊂ G.
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(c) Soit x ∈ G. Notons p = bx
α
c.

On a p ≤ x

α
< p+ 1 et donc pα ≤ x < (p+ 1)α. 0 ≤ x− pα < α.

La majoration stricte par α montrer que x − pα 6∈ G+. Mais c'est un
élément positif, élément de G par di�érence de deux éléments de G.

Donc x− pα = 0 et x = pα.On a donc G ⊂ αZ.
On a donc, par double inclusion, G = αZ.

7. On suppose maintenant que G est un sous-groupe de (R,+) non réduit à {0}
et que inf G+ = 0.

(a) Soit n élément quelconque de N. 1/(n + 1) ne minore pas G+. Il existe

donc un réel gn ∈ G+ véri�ant : 0 < gn <
1

n+ 1
.

(b) Soit x un réel quelconque.

On note pour tout n de N, yn =

⌊
x

gn

⌋
gn. C'est un élément de la forme

pg, p ∈ Z et g ∈ G. C'est donc un élément de G.

Par dé�nition de la partie entière on a :

⌊
x

gn

⌋
≤ x

gn
<

⌊
x

gn

⌋
+ 1.

En multipliant par gn > 0, yn ≤ x < yn + gn et 0 ≤ x− yn < gn <
1

n+ 1

La suite (yn)n∈N =

(⌊
x

gn

⌋
gn

)
n∈N

est une suite d'éléments de G conver-

gente de limite x.

On vient de démontrer que dans ce deuxième cas que tout réel

est limite d'une suite d'éléments de G.

8. Soit r un réel quelconque et G = {n+ kr/(n, k) ∈ Z2}.

(a) Supposons que r soit élément de Q. On peut écrire r =
p0
q0

avec p0 ∈ Z
et q0 ∈ N∗, p0 et q0 supposés sans diviseur commun autres que ±1. .

G =

{
n+ k

p0
q0

(n, k) ∈ Z2

}
=

{
nq0 + kp0

q0
, (n, k) ∈ Z

}
Les entiers de la forme nq0 + kp0 sont exactement les multiples du pgcd

de p0 et q0. Comme ils sont premiers entre eux G =
{
N
q0
, N ∈ Z

}
.

On a alors de manière évidente inf(G+) =
1

q0
.

(b) Supposons que α = inf G+ soit un réel strictement positif. On sait alors
que G = αZ.
1 = 1 + 0× r ∈ G donc il existe un entier q non nul tel que 1 = qα.

r = 0 + 1 × r ∈ G. Donc il existe p entier tel que r = pα. On a donc

r =
p

q
∈ Q.

En résumé G est un groupe du type αZ ssi r ∈ Q.

Autrement dit G est un groupe du deuxième type (dense dans R) ssi r 6∈ Q
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Exercice 4 Séries de Bertrand
∑

un =
∑ 1

nα(lnn)β
, (α, β) ∈ R2. On a une

série de réels positifs à partir de n = 2.

1. α > 1 et on note γ = (1 + α)/2.

On a immédiatement 1 =
1 + 1

2
<

1 + α

2
= γ <

α + α

2
= α

nγun =
1

n−γ+α(lnn)β
=

(lnn)−β

n
α−1
2

→ 0 car si a > 0 et b ∈ R, (lnn)b = o(na).

Par suite un = o
(

1
nγ

)
. Comme γ > 1,

∑ 1

nγ
est convergente et, par domina-

tion,
∑

un est convergente.

2. α < 1. On note encore γ = (1 + α)/2 < 1. nγun = n
1−α
2 (lnn)−β → +∞ car

1 − α > 0. Donc ici
1

nγ
= o(un). Comme γ < 1, la divergence de la série

minorante entraîne la divergence de
∑

un.

3. On prend α = 1. un =
1

n ln(n)β
.

(a) Remarquons que si β ≤ 0, limnun = 1 ou +∞ et donc
1

n
= O(un). La

divergence de la série
∑ 1

n
entraîne la divergence de la série

∑
un.

(b) Si β > 0, notons f : x 7→ 1

x(lnx)β
. f est continue, dérivable sur [2,+∞[

et ∀x ≥ 2, f ′(x) = − ln(x)β + β(lnx)β−1 × x× (1/x)

x2(lnx)2β
< 0

La fonction f est continue, décroissante sur [2,+∞[. La série
∑
n≥2

f(n) est

convergente ssi x 7→
∫ x

2

f(u)du a une limite quand x tend vers +∞.

Or

∫ x

2

f(u)du =

∫ x

2

1

u(lnu)β
du =

∫ x

2

(lnu)−β × 1

u
du

◦ Si β 6= 1,

∫ x

2

f(u)du =

[
(lnu)−β+1

−β + 1

]x
2

=
(lnx)−β+1 − (ln 2)−β+1

1− β
.

L'intégrale a une limite �nie en +∞ ssi −β + 1 < 0 c.a.d. ssi β > 1.

◦ Si β = 1 :∫ x

2

f(u)du =

∫ x

2

(
1

lnu

)
1

u
du = [ln(ln(u))]x2 = ln(ln(x))− ln(ln(2))

La limite de l'intégrale est +∞. La série diverge

En résume∑ 1

nα(lnn)β
est convergente ssi ,α > 1ou ,α = 1 et β > 1
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