PC* Corrigé devoir n°7: DM 2012 — 2013

Partie I :

1. (f—ae)o(f—be) = f>—(a+b)f+abe = a*p+b?q—(a+b)(ap+bq)+ab(p+q) = 0.
Le polynome (X — a)(X — b) est scindé a racines simples. C’est un polynome
annulateur de f. f est donc diagonalisable.

2. (a) On trouve facilement f —ae = (b—a)q et f —be = (a — b)p.

(f —ae)(f —be) =0=—(b—a)*(poq). Méme calcul pour g o p.
Comme b —a # 0, pg = gp = 0. De méme
(f—ae)® = (b—a)*¢* = f*—2af+a’e = a’p+b*q—2a(ap+bq) +a’*(p+q)
p et g sont deux projecteurs.

(b) Le spectre de f est inclus dans l'ensemble des racines d’un polynome
annulateur. Ce spectre est non vide car f est un endomorphisme d’un
C-ev et son polyndme caractéristique est scindé.

On a donc Sp(f) C {a,b} et Sp(f) # 0.
Si Sp(f) = {a}, comme f est diagonalisable, E = E,(f) et
Vo € E, f(x) = ax. Donc f = ae et on a a(p + ¢) = ap + bg = f donc
(b—a)g =0 et comme b # 0, ¢ =0, ce qui n’est pas.
De méme si Sp(f) = {b} on aurait p = 0. On a donc S,(f) = {a, b}.
(c) ab # 0, a et b ne sont pas nuls et 0 n’est pas valeur propre de f. f est
inversible. On montre par récurrence que Vn € N, f* = a"p + b"q.
Cette propriété est vraie pour n = 0.
Supposons la vraie pour un entier n fixé. On a alors
frh=frf = (a"p+b"q)(ap + bg) = a™'p +b"q car pg = gp = 0.
La propriété est vraie pour n + 1, donc elle est vraie pour tout n de N.
Pour tout entier n € N :
(a™"p+b""q)(a"p +b"q) = p+q=e car pg = qp = 0.
(a"p+Vq(a™"p+b"q)) =p+tqg=e
On en déduit que Vn €N, (f") ' = (f)"=f"=a"p+b"q.
Finalement Vm € Z, f™ = a"p+ b0™q.
3. On sait déja que p est un projecteur. On a vu également que :

p = = (f — be). Donc ker p = ker(f — be).

De plus p(z) =z < f(z) —br = (a — b)x < f(x) = ax.

L’ensemble des vecteurs invariants par f est ker(f — ae).

p est le projecteur sur ker(f — ae) parallélement a ker(f — be).

De méme q est le projecteur sur ker(f — be) parallélement & ker(f — ae).

4. On pose F = {xp +yq/ (x,y) € C*}.
(a) F = Vect(p,q) est un sous-espace vectoriel de L(E). (p, q) est une famille

génératrice de F'. Elle est libre car :

V(z,y) € C?%, zp4yqg=0= p(zp+yq) =0 = zpP=ap=>x=0carp#0

De méme en composant par ¢ on obtient y = 0. F' est de dimension 2.
Soit f1 = xp + yq et fo = 2'p + y'q deux éléments quelconques de F.

fiofs = fifs = (xp+yq)(@'p+y'q) = xa'p*+ay'pg+a'yap+yy'¢* = xa'p+yy'q € F
F est stable pour le produit .
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(b) Soit fi =xp+yq € F. f} = 2’p+ y*q. Comme (p, q) est libre on a :
fiprojecteur < fZ=fi o2 =zety’ =y

Il y a quatre projecteurs dans F': 0,p,q,p+ q = €.

(c) De méme f% = f ssiax®=aety>=0.
Comme z est un élément non nul il existe deux éléments de C distincts
et opposés +0 vérifiant 62 = z. De méme il existe deux éléments distincts
et opposés +4' tels que 6> = y. R(f) N F contient donc quatre éléments
distincts dp + &'q, op — &'q, —op + 8'q, —dp — O'q

2 11 1 00 1 11
5. Exemple :onpose A=[|1 2 1|,/]=10 1 0]etJ=1[1 11
1 1 2 0 01 1 11

(a) J? = 3J. Par une récurrence immédiate, pour tout entier m strictement
positif J™ = 3™ 1J. Comme A =1+ J et que I et J commutent on a

A™ = (T4+J)™ = i (7:) Ik gk = I+§m: <”lz) 3h1) = I+% (i (Tl:) 3k — 1) J

k=0 k=0

Am:1+%((1+3)m—1)J: (I—%J) +4§J
(b) Prenonsazl,b:4,A:I—%JetB:%Jona:
Vm € N, A™ = a™B + b"C.
(¢) Soit f endomorphisme de C3* de matrice A dans la base canonique. f

vérifie les hypotheéses de la question précédente avec p et ¢ de matrice B
et C' dans la base canonique.

Comme [ = p + 4q les quatre éléments de R(f) N F sont p + 2¢,p —
2¢,—p+2q,—p —2q.
On obtient ainsi quatre matrices M telles que M? = A. B + 2C, B —
2C, —B + 2C, —B — 2C'. De maniére explicite les solutions sont
1 4 11 0O -1 -1
+-11 4 1 +|-1 0 -1
S\1 14 1 -1 0

Partie 11

1. Soit P un polynéme quelconque de C[X] degré r écrit sous la forme
P= Zame. On a:
m=0

n

PP =S an (z p) 3 (z ) b= S Pl

k= = k=1
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2. (a) D’aprés la formule précédente, comme les xy sont racines de 11, II( f) = 0.
IT est un polynéme annulateur de f, scindé a racines simples. f est dia-
gonalisable.

(b) Les polynomes Ly sont les polynomes de Lagrange associés a x1, ..., T,.
La formule de la question 1 donne : Vk € N,,, Ly(f) =1 X pg = p.
n

De méme : V(k, 1) € N2, pyopy = Li(f)oLu(1) = (LuL)(f) = > _(LaLu(x:))p:.
i=1
Si k # [ Pensemble des racines de LyL; est{xy,...,z,} et p op = 0.

Sik=1,p;= ZLZ(%)PZ = Dk-
i=1
(¢c) On sait que S,(f) C {z1,...,x,}, ensemble des racines d’'un polynoéme
annulateur de f.
On a vu que les p; étaient des projecteurs, non nuls par hypothése.
Soit 7 fixé, il existe un vecteur non nul dans I'm(p;), x qui vérifie p;(x) = x

et donc pour k # i, pi(z) = pr(pi(w)) = (prpi)(z) = 0.

Il vient, pour cet x, f(z Z rpr(x) = 23 X .

x; est valeur propre de f, et ce pour chaque i. D’ou : S,(f) = {z1, ..., xn}
3. f est diagonalisable, ses valeurs propres sont xy, ..., z,, donc E' = &} | E,.(f).
On a vu que pour i fixé et x € I'm(p;) on a f(x) = z; X z.
Donc Im(p;) C ker(f — x;e).
Réciproquement si x € ker(f — z;e) :
F() = a5 x @ et pi(a) = Li(f)(@) = L)
inclusion on a donc I'm(p;) = ker(f — x;e).
Comme f est diagonalisable, £ = @} | E,.(f) = @, ker(f—x;e) = @, Im(p;).
Soit k un entier fixé de {1, ...,n}. dim(ker(py)) = n—dim(Im(px)) = Z dim(Im(p;)).
i=1..n,i#k
Cette derniére égalité est obtenue car les espaces sont en somme directe.
Mais pour i # k et y € Im(pi), pr(y) = pr(pi(y))) = (pr o pi)(y) =0
On a donc Im(p;) C ker(pg) pour i # k et i1 nizelm(p;) C ker(pg).
On a démontré précédemment que ces deux sev avaient méme dimension. La
simple inclusion entraine 1’égalité.

x x =x et x € Im(p;). Par double

pr est le projecteur sur Im(pg) = ker(f — xpe) parallélement &
ker(pr) = @it nizkIm(pi) = Vi = B1<i<n, izk ker(f — xie).
4. On désigne par F le sous-espace de L(E) engendré par {p1, ..., pn}-
(a) F est I'espace vectoriel engendré par les p;. Cette famille est libre car

V()\l, 7/\n) e C", Z)\Zpl =0=Vk=1.n,pio (Z )\1p1> =0= )\kpi = \pi
1=1

=1

Comme les p; sont tous non nuls :

V(A An) €CY D Aipi=0=Vk=1.n, A\, =0

i=1

Corrigé DM 7 - 3 sur 8



PC*

Corrigé devoir n°7: DM 2012 — 2013

La famille est libre. dim(F') = n.
(b) Soit h=>"" , \ipi € F. On a pyp; = 0si k # 1 donc h? = > | Aop;.
Compte-tenu de la liberté de la famille, h? = f < Vi, \? = x,.

Si les x; sont tous non-nuls on obtient 2™ choix possibles pour les A; et
seulement 2”1 si I'un des z; est nul.

Le nombre d’éléments de R(f) N F est donc 2" ou 2" 1,

(¢) De méme h est un projecteur ssi h? = h donc ssi, pour tout i on a
Ai = 1lou0. On a ainsi 2" projecteurs définis de la maniére suivante. Soit
I Vensemble des indices i de {1,...,n} tels que A\; = 1 et J I'ensemble des
indices j de {1,...,n} tels que \; =0.OnalINJ =0 1UJ={1,..,n}

et h = Zpi. Soit x un élément quelconque de E. x = Zpk(x) ;
icl k=1

() () (5

z € Im(h) < h(z) =2 = Zpl(x) et z €ker(h) & x= ij(:c)

el jedJ

h est le projecteur sur @;er ker(f —x;€) parallélement a &,c ker(f —xj e).

5. On suppose n = N.

(a) f posséde n = N = dim(F) valeurs propres distinctes et comme les
espaces propres sont en somme directe ils sont chacun de dimension 1.
Soit (e1, ...,£x) une base de vecteurs propres associés aux valeurs propres
(21, ...,2N). Soit g € L(FE) tel que go f = fog. On a , pour tout i,
9(f(&:)) = f(g(e:)). Donc g(wiei) = f(g(e:)) = wig(es). Le vecteur g(e;)
est élément de E,,(f). Ce dernier espace est de dimension 1. Il existe
donc, pour chaque i, un élément 3; € C tel que g(g;) = Bie;.

N
Soit alors y un vecteur quelconque de F, y = Z Yii-
i=1

N N N
Vie {1, N}, piy) = viciet g(y) = > _wigles) = > _wibiei = >_ Bips(y).
i=1 =1 i=1

N
On obtient g = Z BGip; € F.
i=1
Réciproquement si g € F', il existe des éléments 1, ..., By de C tels que
N

N
g= Zﬁipi- Pour tout i, g(¢;) = Zﬁkpk(&) = Big;i.
i=1 k=1
La matrice de g dans la base (g1, ...,ex) est diagonale, comme celle de f.
Ces deux matrices commutent donc fog=go f. On a donc démontré :

Vge L(E),gof=fogegeF.

(b) Sig= f*alorsgof = f2of = fof?= fog. Daprés la question
précédente les éléments de R(f) sont dans F.
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On a donc R(f) C F et R(f) = R(f) N F, ensemble déja étudié.
Le nombre d’éléments de R(f) est 2V si tous les x; sont non nuls et de
2N=1 gi 'un des z; est nul.
6. Soit h un endomorphisme diagonalisable de E tel que Sp(h) = {x1, ..., z,}.
Comme h est diagonalisable, F = @7 E,.(h). Soit pour chaque i, ¢; le projec-
teur sur l'espace propre E,.(h) parallélement a la somme directe des autres.

Tout élément y de E s’écrit de maniére unique y = >, y; avec, pour tout i,
vi = ¢:(y) € E,,(h). Pour tout P € C[X] :

P(h)(y) = ZP(h)(yz) = Z P(x:)y; = Z P(x:)qi(y)

P(h) = Z P(z;)q; avec, en particulier, Vm € N, h™ = Z Ty Q.-
k=1

i=1
0 1 -1
7. Exemple : On considére la matrice A= 1 0 -1
-1 1 0
-z 1 -1 -z 1 -1 —T 1 —1
(a) xa(z)=|1 -2z —-1lj=|-2 —2 —-1=|0 —-z-1 0 |
-1 1 -z - 1 -z 0 0 —x+1
xa(x) —xz(x —1)(x 4+ 1). Prenons 1 = —1,29 = 0,23 = 1.
X(X -1) 1,
b) Li(X)=———~—=—-(X"-X
( ) 1( ) (_1) « (_2) 2( )
X+1H)(X -1 X+1)X
L) = SN e 0 = EDX
Par calcul direct :
1 -1 0 -1 11 1 0 —1
Li(A) =10 0 0],L(A)=1-111},L3A)=(1 0 —1
1 -1 0 -1 11 00 O

(¢) Soit M matrice quelconque de M3(C) et f, g endomorphismes de C?* de
matrice respective A et M dans la base canonique de C3.

f vérifie les hypothéses des questions précédentes avec

P = %(fz—f)mz =Idg — f* ps = %(ngrf)-

M=A & ¢g? = f. On est ramené a déterminer R(f) qui posséde ici quatre
éléments ipy + ps,ip1 — ps, —ip1 + P3, —ip1 — Ps.

D’ou les quatre matrices solutions +(iA; + As), +(iA; — Aj)

1+i —i —1 “14+i —i 1
£ 1 o -1, £ -1 o0 1
i =i 0 i =i 0

Partie III

Soit u un endomorphisme de E tel que u™ = 0 et u"~! #£ 0.
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Comme u"~! # 0 il existe un vecteur = de F tel que u"*(z) # 0. Choi-
sissons un tel = et montrons que la famille (z,u(x),...,u" (z)) est libre.

Comme u" = 0, pour k > n, u* = 0.
n—1

V(g, .y 1) € C",Zakuk(x) =0=u" (Z apu® (w ) =
k=0

Zakuk(x) =0= apu" '(z) =0= ag = Ocaru™ ! (x) # 0.

En composant successivement par u”~2, "3, ..., u, Idg on obtient succes-

sivement o = ... = «,,_; = 0. La famille est libre.

On a u™ = 0. Donc si P est un polyndéme multiple de X" il existe un
polynome @ tel que P(X) = X"Q(X) et donc P(u) = u" o Q(u) =
Réciproquement soit P un polynéme annulateur de u. Effectuons la divi-
sion euclidienne de P par X".

On peut écrire P(X) = X"Q(X) + R(X) avec deg(R) < n.

On obtient P(u) =0 =u" o Q(u) + R(u) = R(u).

Comme deg(R) < n,il existe des éléments de C, ag, ..., 1 tels que

n—1

R(X) = Zaka. Mais R(u) = 0, donc en reprenant le vecteur = vu
k=0

précédemment, R(u =0= Z au® ()

La liberté de la famille (z, ..., u" 1( )) entraine ap = ... = a1 = 0.

Dou R=0et P=X"Q.
Finalement : P(u) = 0 < X" divise P.

Supposons que R(u) # (. 1l existe g € L(E) tel que g*> = u. Mais alors
g =0cet g2 =y £0.

Si g1 #£ 01l existe un vecteur 2’ tel que la famille (2/, g(z'), ..., ¢*" 1 (2'))
soit libre.

Si g>»~! = 01l existe un vecteur 2’ tel que la famille (2/, g(z'), ..., ¢*"*(2'))
soit libre. Le cardinal d’une famille libre est inférieur ou égal a la dimen-

sion de 'espace. Dans les deux cason a 2n — 1 < N.

N +1
Dou: R(u) #0=n < i )

Le développement en série entiére sur | —1,1[ de z + /1 + 2 = (1+x)"/?
donne :

+o0o
Veel—1,1, V1+az = Zakxkavecao = let pourk > 1
k=0
(1/2)(1/2—=1)...(1/2 =k +1)

W= il
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(b) Utilisons le développement limité d’ordre n — 1 de x +— /1 + z en 0.

V1+x = Z ap® 4+ o(x") = P,(x) + a,a™ + 2"e(z) avec £(z) =g o(1).
k=0
En élevant au carré :

1+ 1z =¢ P*(z)+ 2a,2"P,(x) + a2z + o(z*")

L’unicité du développement limité d’ordre 2n de x — 1 4+ x en 0 donne
1+x = P?(x) +2"Q(x) avec Q fonction polynome. Ceci montre que X"
divise P? — X — 1.

On prend dans la suite du probléme w € C , w # 0 et on pose

QLuw ::w}%/<2£>-
w

3. (a) Prenons déja w = 1.
Soit Q € C,_1[X]. Q* — X — 1 est un polynome de degré au plus 2n — 2.
Supposons que X" divise ce polynéme. On peut écrire :
X"Q1(X) = Q*(X) — X — 1 et donc Q?(0) = 1. Donc Q(1) = =1.
Supposons par exemple Q(0) = 1.

n—1
Cherchons @ sous la forme Q(X) =1+ Z b X"
k=1

n—1 n—1 2
Q(X)=1+2) bX"+ (Z ka’€>
k=1 k=1
Pour n > 2, la condition X" divise Q*— X —1 impose 2b; = 1 et b; = 1/2.
De méme tous les termes dans le développement de Q? d’ordre compris

entre 2 et n — 1 doivent étre nuls.
Ceci permet de déterminer successivement et de maniére unique les coef-
ficients bo, ..., b,_1. On trouve par exemple en cherchant le coefficient en
X220y + b2 =0=2by+ 1/4 et by = —1/8.
(@ est déterminé de maniére unique. P, vérifie cette relation car P,(0) = 1.
L’unicité donne Q = P,.
SiQ0)=-1,—-Q = P, donc Q = —P,.
Revenons au cas général w # 0. Soit @ € C,,_1[X].
X" divise Q* — X — w? & 3P tel que Q*(X) — X —w? = X"P(X)
X™divise Q*— X —w? & 3P tel que (Q/w)*(X)—(X/w)?*—1 = w2 X"P(X)
Soit @) vérifiant la propriété précédente : notons Q1(Y) = Q(wY)/w.
Pour tout X = wY, Q3(Y) —Y? — 1 = w 3(Y/w)" P, (wY).
Donc Q3(Y) —Y —1 est divisible par Y" et Q1(Y) = £P,(Y) et Q(X) =
+wP, (X/w). La réciproque se fait de méme.
L’ensemble des polynomes @ de C,_[X] tels que X" divise Q% — X — w?
est {Qn,w, —Qn,w}-
(b) Comme Q; ,(X) =X 4w+ X"Pi(X), Q2 ,(u) = u+ w?e car u" = 0.

R(u + w?e) # 0.

4. On suppose n = N et on prend = € E tel que la famille (z,u(z),...u" (z))

soit libre. On suppose que g € R(u + w?e).

Corrigé DM 7 - 7 sur 8



PC* Corrigé devoir n°7: DM 2012 — 2013

2¢) = (g —w?e)og=mwuog.

(b) Notons &, ..., e,_1 les vecteurs z, u(z),...,u" ' (x) qui forment une base
n—1

de E. On peut donc écrire : g(z) = g(eo) = chuk(x) = P(u)(ep) en
k=0

(a) ¢ =u+w?e=gou=go(¢®>—w

n—1
notant P(X) = Z e XF.
k=0
Comme u et g commutent, pour j entier

9(5) = 9 () = w(g(x)) = 3 e () = 3 b (u (2) = Plu) (o (x))

Les endomorphismes g et P(u) sont égaux sur une base de E. Ils sont
donc égaux.

Il existe bien P € C,,_1[X] tel que g = P(u).
(¢) D’aprés les questions précédentes R(u + w?e) = {Qn,w(u), —Qn.w(u)}
1 0 00

(d) A= = I, + N avec N* #£0 et N*=0.

S O N

1 00
210
0 21

Py(X) = 1+ X/2 — X?/8 — X?/16. Les deux matrices solution sont
+(I, + N/2 — N?/8 — N3/16).
Le calcul donne

1 0 00
1 1 00
M=+ -1/2 1 10
/2 —1/2 1 1

5. On suppose que n > 2 et que R(u) # 0. Soit g un élément de R(u). g commute
avec u et est donc un polynome en u. 0, seule valeur propre de u est racine du
polynéme annulateur P? — X2 de u. Donc P(0) = 0.

p

Dol g = deuk. Prenons t € C. (g + tu"™')? = ¢? + 2gtu™ ! + t2u*" 2 =
k=1

g*> = u car u" = 0. D’ou une infinité d’éléments de R(u).

6. (a) Par calcul les matrices qui commutent avec A sont du type
a 0 0

b a c (a,b,c,d,e) € C°
d 0 e

(b) Les matrices M € M3(C) telles que M? = A commutent avec A et sont
du type précédent. Par calcul on trouve

0 00
M=10b 0 ¢ (b,e) €C? c#0
1/c 0 0

Fin du corrigé
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